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MATHEMATICS 
QUELQUES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS DE LEGENDRE 
ASSOCIEES G ENERALISEES 
PAR 
L. KUIPERS ET B. MEULENBELD 
(Communicated by Prof. J. F. KOKSMA at the meeting of June 30, 1962) 
Selon KUIPERS et MEULENBELD ((1], II(1)) on a 
(1) 
( ·. e-ni(2k-1l F(!X+ 1) (z-1)tm (z+ 1)t" 
) Qkm,n(z) = sinn/3 sinnyF(/3+1). 2r+a . 
) (-1+,1+.-1-,1-) 
C • J (t-1)8 (t+1)Y(t-z)-'"- 1 dt. 
ou IX=k+ (m+n)/2-cf. -1, -2, ... 
(3=k-(m-n)/2ot0, ± 1, .. . 
y=k+(m-n)/2of.0, ± 1, .. . 
o=k-(m+n)j2of.0, 1, 2, .. .. 
Les arguments de z- 1 et de z + 1 sont inferieurs a n, en valeur absolue. 
Quant aux arguments de t- 1, t + 1 et t- z nous adressons au passage 
cite ou d'ailleurs le chemin d'integration a ete designe et dessine ( [1 ], 
II fig. 1). Le point z doit etre hors de chacune des deux boucles, et est 
suppose hors de la coupure (- =, 1) le long de l'axe reel. L'integrandum 
reprend bien, a l'arrivee, la valeur qu'il avait au depart. 
Fig. l 
Dans la formule (1) nous rempla<;ons d'abord k par -k-1: 
(2) 
( ~·n_ z = . e"i(2~+a) F( o) . (z- 1 )tm (z + 1 )!n 
) Q k 1 ( ) sm n{J sm nyF( -y) 2-11+2 
~ (-1+. 1+j - 1-. 1-) (t-1)-r-1 (t+ 1)_8 _ 1 (t-z)6 dt. 
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Ensuite dans le plan t, nous rempla<;ons le chemin d'integration par 
un chemin indique par la figure 1. L'argument initial de t+ I (quand t 
est au point A) soit q;, et celui de t-I soit "P· Maintenant nous deformons 
ce chemin en un autre designe par fig. 2. Le point t part d'A et parcourt 
la "courbe" in~quee par I, retourne a A, puis le point parcourt le circuit 
2, etc. Le point A est choisi de maniere que le diametre AB du cercle 
autour de z, prolonge, coupe l'axe reel entre -I et 1. 
Fig. 2 
Nons faisons tendre vers zero les rayons des petits demi-cercles, et 
vers l'infini ceux des deux grands demi-cercles. Si Reb> -I les valeurs 
des integrales le long des petits demi-cercles tendent vers zero, siRe <X> -I 
il en est de meme pour les integrales le long des grands. 
Nous designons la valeur de l'integrale le long du chemin initial I d'A 
jusque O(oo) par f~. 
Le choix particulier des parametres k, m et n et la deformation du 
chemin d'integration nous permettons d'exprimer l'integrale dans (2) 
en termes de J~. Nous supprimons les calculs et annon<;ons le resultat: 
;(-1+,1+. -1-.1-) 00 
(3) S = 8ie-2nik sin l ntJ sin l n<X sin kn S . 
Portant (3) dans (2) nous avons: 
(4) ) 
Q~·n_ (z) = -i. 2fl F(y+ I) _sin l n<X sin kn (z-I)im (z+ I)in 
k 1 F(b+I)smnpcos!nb 
00 f (t-I)-r- 1 (t+ I)-Il-l (t-z)~ dt . 
• 
On peut operer de fa<;on analogue avec l'integrale contenue une pareille 
556 
transformation dans la formule (!l) dans [1 ], qui nous donne 
(5) ) 
pkm,n z = e-niP . T(<X+ _!1, (z-1)im (z+l)in 
( ) 4n sin nj3 T(j3 + 1) 2Y 
(Z+,1+,z-,1-) 
, f (t-1)P (t+ 1)Y (t-z)-"- 1 dt, 
ou <X~ - 1' - 2' .. . 
p~ 0, ± 1, .. . 
0~ 1, 2, ... 
et ou zest hors de la coupure ( -oo, 1). Quant aux arguments de z-1, 
z+ 1, t-1, t+ 1, et t-z et au chemin d'integration nous nous referons a 
[1 ], I, 4 (voir fig. 1 ). 
De (5) nous obtenons immediatement 
(6) ) 
-e-niyT(-o) (z-1)im(z+1)tn 
P":!:(/_1(z) = Pr·n(z) = 4 . T( ) . 2-P-1 . 
nsmny -y 
(z+.1+.z-,1-) 
· f (t-l)-y- 1 (t+ 1)-P-1 (t-z)" dt. 
Nous supposons Re <X> -1, ReO> -1, et deformons le chemin d'in-
tegration en un autre designe par fig. 3. Le point t parcourt les "courbes" 





des integrales le long des cercles et des demi-cercles tendent vers zero 
si les rayons deviennent 0 et oo. On designe l'integrale dans (6) mais 
prise de A(z) a O(oo) et tandis que les arguments, dont il s'agit a A, ont 
les valeurs du moment initia' par f~. 
On trouve maintenant 
(z+.1+.z-.1-) ( 3(m+n)) (7) f = e"i ! k- --4-- (- 4 sin no sin t n<X), 
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et a l'aide de (7) et (6) on a 
e"i (~k-m: 5n) 2fl+I sin l n!XF(y+ 1) 
pkm,n(z) = nF(b+ 1) (8) 
00 
. (z-1)lm (z+ 1)ln. S (t-1)-Y-1 (t+ l)-fl- 1 (t-z)6 dt. 
z 
Nous remarquons que l'integrale dans (8) n'est pas la meme que dans (4). 
Car, !'argument initial de t-1 dans J'expression (4) pour Q~·kn_ 1(z) est 
egal a -2n+IJ? (voir fig. 1) tandis que cet argument dans l'integrale au 
second membre de (8) a la valeur If?· Alors on a 
00 00 S (de (8)) = e2ni<-y- 1> f (de (4)). 
Si nous nous en tenons a la supposition concernant !'argument initial 
de t-1 du cas de ~·kn_ 1 (z), nous trouvons 
( e"'( -lk-5m4+n)2fl+Isinln1XF(y+1) 
) pkm, n(z) = -....!--------.,~---,,-,--------(9) nF(b+1) ( 00 · (z-1)lm (z+ 1)ln. S (t-1)-Y- 1 (t+ 1)-.B-1 (t-1)6 dt. 
Nous utilisons une relation prouvee par les auteurs ([2], (9)): 
(10) sin niX sin ny Q;:·n(z) = sin nb sin n{J Q;;;,~- 1 (z) + ~ e"i•n sin 2kn P;:·n(z) 
et d'apres (4), (9) et (10) nous avons 
(Qm,n()=2flF(y+1)sinnke-:nik( _ 1)lm( 1)!n. 
' k z F(o 1) . z z+ (ll) I + Sill ny 
~ · j (t -l)-y- 1 (t + 1 )-P- 1(t- z)6 dt. 
\ z 
Les expressions representant pkm,n(z) et Qkm,n(z) sont valables siRe IX> -1, 
Re b > - l. La direction d'integration (z, oo) peut etre choisie arbitraire 
pourvu que le chemin soit situe a l'interieur de I' angle > n forme par 
les deux demi-droites (z, -1) et (z, 1). 
Rernarqne. 
En particulier pour m=n les resultats (9) et (ll) se ramenent aux 
relations donnees par RoBIN (voir [3], p. 138). 
BIBLIOGRAPHIE 
l. KuiPERS, L. and B. :MEULENBELD, On a generalization of Legendres associated 
differential equation, Proc. Kon. Ned. Ak. v. W. (Amsterdam), 
Series A, 60, 4, 436-450 (1957). 
2. and , Related generalized Legendre's associated functions, 
Arch. :Math. IX, 5, 393-400 (1958). 
3. RoBIN, Lours, Fonctions spheriques de Legendre et fonctions spheroi:dales, 
Tome II, Paris (1958). 
